Défis Premiére Spé maths 2024-25 Thiaude P.

ISR Leb] Ikl Déterminer les entiers naturels x tels que :
x>+ (10 —x)? = 68

Corrigé

x*+ (10 —x)? = 68

& x? 4+ 100 — 20x + x% = 68
& 2x2—20x+100—68=0
& 2x*—20x+32=0
©2(x2-10x+16) =0
©x?—10x+16=0

& (x—5)2-254+16=0

& (x—5)2-9=0
©(x—-5)2-32=0
©x—-54+3)(x—5-3)=0
cx-2)x-8)=0
Sx—2=00ux—8=0

S x=2o0ux=28

Or 2 € N et 8 € N donc les solutions de I’équations sont des entiers
naturels. On peut aussi utiliser la méthode plus habituelle du discriminant.

pISiRy Leb]Icfi»] Déterminer les entiers naturels x tels que :
X+ (x+1)%2+(x+2)2=2030

Corrigé

On a les équivalences :

x>+ (x+1)2+(x+2)2=2030
Sx*+x*+2x+1+x*+4x+4=2030
©3x2+6x+5-2030=0

& 3x%+6x— 2025=0
©3(x2+2x—-675)=0
©x*+2x—675=0

e x)?+20)(1)+(1)?-1-675=0

e (x+1)?-676=0

o x+1D2-026)%2=0
Sx+1+26)(x+1-26)=0
o (x+27)(x—25)=0
Sx+27=00ux—25=0

S x=-—-270ux =25

Or —27 & N donc est refusé et 25 € N donc est accepté, donc : Sy = {25}.
On peut aussi utiliser la méthode plus habituelle du discriminant.

Vérification
254426°427°
2030

P ep]{cHiE] On note (E) I’équation d’inconnue réelle x :
xV6 + (V6 —4V2)x —4vV2 =10

Montrer que (—1) est une solution puis déterminer la seconde solution.

Corrigé
1 x*V6+(V6—4V2)x—4vV2=0
Calculons la valeur prise par le membre de gauche lorsque x = —1:

(-2 xV6 + (V6 — 4v2) x (1) — 4 x V2
=1xV6-V6+4V2—-4v2=0
On constate que : (—1)2 x V6 + (\/E — 4\/5) X(-1)—4x+v2=0
donc (—1) et bien une solution de I'équation (E).

2. L'équation (E) : x*V6 + (V6 — 4v2)x — 4v/2 = 0 est de la forme

ax*+bx+c=0aveca=v6,b =V6 — 42 etc = —42
La formule du produit des racines s’écrit :

c
xl X xZ = E
Or, on a montré que x; = —1 est I'une des solutions, donc :
—42
(1) xx, =——
G
W2 43 43
X, = = =
“TVZxV3 g3 3
4V3

La deuxiéme solution de (E) est -

Autres méthodes possibles
On peut utiliser la formule de la somme des racines ce qui amene a des

calculs un peu délicats (a faire pour s’entrainer) pour obtenir la forme
simplifiée de x, ou bien on peut utiliser la méthode habituelle du
discriminant (a faire pour s’entrainer) qui aménerait ici a des calculs
assez délicats.
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P est la parabole représentative de f dans un repére
orthogonal avec, pour tout réel x : f(x) = —x% + 3x + 2, D est la droite
passant par A(—2;1) et B(3;6). Etudier I'intersectionde P et D :
nombre de point(s) en commun et coordonnées de ce(s) point(s).

Corrigé
La droite (AB) admet pour équation y = a(x — x4) + y, avec:
a=3’B—J’A_ 6—1 5 _2_q

Xp—%, 3-(-2) 3+2 5

On obtient donc: y = 1(x — (—=2)) + 1 quis’écritaussi:y = x + 2 + 1

soit finalement y = x + 3. Pour étudier I'intersection de P et D il s’agit de
, \ y=x+3®, .. (y=x+3

résoudre le systeme : {y — f(x) c’est-a-dire : {y 24342

Par comparaison :
x+3=—x?4+3x+2©x+3+x*-3x—-2=0x*-2x+1=0
Skx-1)¥=0ox-1=0sx=1

En remplagant x par sa valeur dans I'équation (¥) : y =1+ 3 = 4.

La parabole 2 et la droite D ont un seul pointen commun : I(1;4).

DI Teb]Ief1] Equation avec paramétre

(E,,) est I’équation d’inconnue x : x> + (m + 1)x + 5m*+1 =0oum
est un paramétre réel : existe-t-il une valeur de m pour laquelle (E,,)
admet au moins une solution dans R ?

Corrigé
x4+ (m+ Dx + 5m? + 1 estde la forme ax? + bx + caveca = 1,
b=m+ 1etc=5m?+ 1, de discriminant :
A, = b*—4ac = (m+1)? - 4(1)(5m? + 1)
=m?2+2m+1—-4Gm?+1)=m?+2m+1-20m? —4
=—-19m?+2m—4
On adonc, pourtout m € R, A, = —19m? + 2m — 4.
—19m? + 2m — 4 est de la forme am? + bm + caveca = —19, b = 2
et c = —4, de discriminant : A = b% — 4ac = 22 — 4(—19)(—4) = —224
A < 0donc:—19m? + 2m — 4 n’a pas de racine réelle.
Or, lorsque ax?® + bx + ¢ n’a pas de racine réelle elle est du signe de a
et ne s’annule pas, donc : —19m? + 2m — 4 est du signe de —19 et ne

s’annule pas : pourtoutm € R,—19m? + 2m —4 <0
Conclusion : quel que soit m € R, (E,,) n’a pas de solution dans R.

Dans le plan est muni d’un repére orthogonal, on donne
A(1;3), B(4;9), et note P la parabole représentative de f définie sur R
par f(x) = (2x + 3)(—x + 6) : déterminer les coordonnées du ou des
point(s) commun(s) a P et (AB).

Corrigé
Une équation de la droite (AB) esty = a(x — x,4) + vy, avec:
a=3’B‘3’A_9—3 °_,

xg—x, 4—-1 3
On obtient: y = 2(x — 1) + 3 quis’écritaussi: y = 2x + 1.
La droite (AB) admet pour équation réduite : y = 2x + 1.
Les coordonnées des points communs a P et (AB) sont les solutions
y=ax+b y=2x+1
y = f(x) y=(2x+3)(—x+6)
d’ol par comparaison :
2x+1=0Qx+3)(—x+6)=2x+1=-2x>+12x — 3x + 18
©2x+1=-2x>+9x+18 = 2x+1+2x>*—-9x—18 =10
©2x*—-7x—17=0
2x*—7x — 17 est de laforme ax® + bx + caveca =2, b = —7 et
¢ = —17, de discriminant :
A =b*—4ac=(-7)>—-4(2)(—-17) =49 + 136 = 185

A > 0 doncily a deux racines réelles distinctes :

_—b—VA +7-+185 7—+/185

du systéme : { autrement dit : {

1 2a 2(2) 4
_—b+VA +7++185 7+/185
2T TT 20 0 4
~ 7-4/185
®SIX = 4
7 — /185 7-+185+2 9—+/185
y=2x+1=2X——"—+1= =

4 - 2 2
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, 74185
esix =

7 ++/185 744185 2 7++185+2
y=2x+1=2X——+4+1=——F7—+-=—"F7—

4 2 2 2

_9+\/185
B 2
Conclusion

P et (AB) ont en commun les deux points :

E<7—\/185 9—\/185> tF<7+\/185 9+\/185>
. e .
4 ’ 2 4 ’ 2

q | f):=(2x+3)(=x+6)

-+ f(x) ;= —2x*+9x+18
s | A=(1,3)

- A:=(1,3)
3 | B:=(4,9)

-+ B := (4,9)

4 | d:=Droite(A, B)
+ d:y=2x+1

Intersection(f, d)

4 ? 2 4 ? 2

> . {(—«./185+7 —V185+9) (\/185+7 x/185+9)}

Défi SECDEG 07 \

Dans un repére orthogonal d’origine O
on note P la parabole représentative de
f définie sur R par:

f(x) =—x*+6x-5 E 3

w

N

On note S le sommet de P, E et F les
points d’intersection de P et de la droite

d’équation y = 2 avec x; < xp.
La droite (ES) passe-t-elle par le point O ?

Corrigé
e déterminer les coordonnées de S
Avec les notations habituelles ona S(a; ) ou :
b —6 —6
=T -np =23
f=fl@=fB)=-3B)2+6(3)—-5=-9+18—-5=14

Conclusion : (3 ;4).

e déterminons les coordonnées de E
Les coordonnées des points d’intersection de P et d sont les solutions

L (y=2 L[y =2 .
du systéme : {y — f(x) autrement dit : {y X2 4 6x—5 d’ou par
comparaison : —x2 + 6x — 5 = 2, qui s’écrit aussi: —x? + 6x —7 = 0.
—x%2 4+ 6x —7estdelaformeax?+bx =c=0avcea=—1,b =6 et
¢ = —7, de discriminant :

A=b*—4ac=6>—-4(-1)(-7)=36-28=38
A > 0 donc —x? + 6x — 7 admet deux racines réelles distinctes.
Ona:VA=+v8=V4x2=+/4x+2=2V2
—b—vVA -6-2v2 -23++2)

T T T 200 —2x1 3+2V2
—b+VE —6+2VZ —2(3—4+2
2a 2(=1) 2 x1

Orxgp <xpetyr=ypr=2donc:E(3—+2;2)et F(3++2;2),
en particulier E(3 —/2;2).
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¢ les points O, E et S sont-ils alignés ?
Méthode 1 : utilisation de vecteurs

— /X — X —_— —_—

OE(j; 730 OE(37Y2-0) GE(3-V2)

Ye — Yo 2—0 2
On obtient de méme: ﬁ( ) Cest-a-dire : 0S (3)
4
Donc:
det(OE, 0S) = |3 ‘2‘/5 2| =(3-V2)@) -3 =12-4V2-6

=6—4V2
On constate que det(ﬁ, ﬁ) # 0 donc OE et 0S ne sont pas colinéaires,
par conséquent les points O, E et S ne sont pas alignés, autrement dit la
droite (ES) ne passe pas par le point O.

Méthode 2 [N.R.]

On cherche I’équation réduite de (EF) et on constate que son ordonnée a
I'origine est non nulle, ce qui permet d’en déduire qu’elle ne passe pas par
I'origine O du repére.

ISRy Jeb]efl Résoudre I'inéquation :

1 N 5 < x?
x—1 x+1 " x?2-1

4-0

Corrigé

e recherche des valeurs interdites

lfautque:x —1#0,x+1# 0etx®—1# 0, c’est-a-dire:x # —1 et
x + 1.

® Pour x différent de —1 et de 1 on a les équivalences

1 N 5 < x?
x—1 x+1 " x2-1
1 N 5 x? <o x?
PR — <0-—
x—1 x+1 x2-1 x2—1
1x(x+1) 5(x—1) x?

G-Do+D  GrDe-D G+Da-D "
x+1+5(x—-1)—x2
x—Dx+1)

<0

x+1+5x—5—x? —x% 4+ 6x—4
G-Da+D) VG- DE+D S
[N.R.] —x? + 6x — 4 admet pour racines :
3 —+/5(~ 0,76) et 3 + /5 (= 5,24)
Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».
Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».
On obtient le tableau de signes :

x -0 -1 3-+5 1 3+V5 +o
—x*+6x—4 — — + + —
x—1 — — - + +
x+1 — + + + +
Q) - [+ - |+ =
<> <> <>

On souhaite que Q(x) soit négatif ou nul, la derniére du tableau de signes
donne alors pour ensemble des solutions :

§=1-0;-1[U[3-+5;1[ U [3 +V5;+o[

1/(x-1)+5/(x+1)<=x2/(x2-1)

Résoudre: {x < -1, —V5+3 <x<1l,x> V5 + 3}

ISRy Lol Yol Résoudre I'inéquation :

P xy1g it
o S 3x+1

Corrigé
e recherche de valeur(s) interdite(s)

Il faut que : 3x + 1 # 0,c’est-a-dire : x + — g
e résolution
Pour x # —§ on a les équivalences :

x+3

3x+1
x+3 x+3 x+3

< —_
3x+1 “3x+1 3x+1

X2—x+1<

oxl—-x+1-
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+3 Z-x+1)Bx+1 +3
X O@(x x+1)(3x )_x

o x? — 1-— < <
x x+ 3x+1 3x+1 3x+1
(x2—x+1)Bx+1)—(x+3)
= <0
3x+1
3x3 +x2—3x2—x+3x+1—x-3 3x3—2x24+x-2
= K0& <0
3x+1 3x+1

Remarquons que 3x3 — 2x? + x — 2 s’annule pour x = 1 (et peut-étre
pour d’autres valeurs de x) donc on recherche une factorisation par
(x — 1), il existe une constante réelle b telle que :
3x3—-2x2+x—-2=(x—1)Bx%+ bx +2)
©3x3—2x2+x—2=3x3+bx?+2x—3x>—bx—2
& 3x3—2x2+x—-2=3x3+b-3)x*+Q2—-b)x -2
d’ou par identification :
b—3=-2 b=-2+3 b=1
bopoi =ity =21
L'inéquation de départ est donc équivalente a :
(x—1)Bx%2+x+2)
3x+1

1<:>b=1

x

ex—1=0ex=1

Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »

¢ 3x?>+x + 2estdelaforme ax?+bx +caveca=3,b=1,c =2,

de discriminant : A = b —4ac = (1)2 - 4(3)(2) =1—24 = -23

A < 0 donc 3x? + x + 2 n’a pas de racine réelle.

Régle (dans le cas A < 0) : « ax?® + bx + c est toujours du signe de a et ne
s’annule pas ».

On obtient finalement le tableau de signes :

1
X —00 —= 1 +00
x—1 - - 0 +
3x* +x+2 + + +
3x+1 — (0] + +
Q(x) + [ - ¢ +
L

On souhaite que Q(x) soit négatif ou nul, la derniére du tableau de signes
. 1
donne alors pour ensemble des solutions : § = ] — 3 1].
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